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第 9 章 二元隨機變數及其機率分配 
 世界上有許多事件是同時發生且相互關聯的。 

 例如：『運動與高血壓』、『酒駕與車禍』、『廣告費支出與商

品銷售量』、『工作年資、教育程度與薪資所得』。 
 二個(或二個以上)相互有關的事件可定義為二元(或多元)

隨機變數(bivariate [or multivariate] random variables)。 
 二元(或多元)隨機變數亦可區分為『二元(或多元)間斷隨機變數』

與『二元(或多元)連續隨機變數』。 
 二元間斷隨機變數：隨機抽取一名大學生，觀察其「性別」

與「是否抽菸」，令隨機變數 1X  為男性、 0X  為女性，

令隨機變數 1Y  代表抽菸、 0Y  代表未抽菸，則 X、Y 為

定義在樣本空間中的實數值函數，為二元間斷隨機變數。 
 二元連續隨機變數：隨機抽取一製造業工人，觀察其年齡

(X)與薪資(Y)，則 X、Y 為二元連續隨機變數。 

 2

 間斷＋連續隨機變數：隨機抽取一小學生，令 X 代表其身

高(連續)、Y 代表其年級(間斷)，則 X、Y 為二元隨機變數，

但一個是連續、一個是間斷。 
二元間斷隨機變數(bivariate discrete random variable) 
 二元間斷隨機變數的聯合機率函數(joint probability function)：設

X、Y 為二元間斷隨機變數， X 之可能值為 1 2, , , nx x x ，Y 之可

能值為 1 2, , my y y ，若 ( , )i jf x y 滿足機率的二條件： 
(1) 0 ( , ) 1i jf x y   

(2) 1 1 ( , ) 1n m
i ji j f x y     

則 ( , )i jf x y  [簡單表示為 ( , )f x y ]為聯合機率函數。 
 ( , )i jf x y 代表隨機變數 X 發生 iX x ，且隨機變數 Y 發生

jY y 的機率，亦即 ( , ) (   )i j i jf x y P X x Y y  且 。 
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 下表完整列出 X、Y 的聯合機率函數：例如， 1 1( , )f x y 代表

1 1(   )P X x Y y 且 ， ( , )n mf x y 則代表 (   )n mP X x Y y 且  
YX \  y1 2y  … jy  … my  )( ix xf  

1x  f x y( , )1 1 f x y( , )1 2 … f x y j( , )1 … f x ym( , )1  )( 1xf x  
x2  f x y( , )2 1 f x y( , )2 2 … ),( 2 jyxf … ),( 2 myxf  f xx ( )2  
      …   …     
xi  f x yi( , )1 f x yi( , )2 … f x yi j( , ) … f x yi m( , )  f xx i( )  
      …   …     
xn  f x yn( , )1 f x yn( , )2 … f x yn j( , ) … f x yn m( , )  f xx n( )  

f yy j( )  f yy ( )1 f yy ( )2 … f yy j( ) … f yy m( )  
1 

 二元間斷隨機變數的二元累加分配函數：由於現在有兩個隨機變

數，累加分配函數應計算兩個隨機變數小於某特定變量的機率 
( , ) (   )F x y P X x Y y  且  
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 若 X、Y 為二元間斷隨機變數，則其累加分配函數定義為 
( , ) ( , )

i j i jx x y yF x y f x y     

 ( , )F x y 具有非遞減的性質：若 a b ，則 ( , ) ( , )j jF a y F b y  
[不管 jy 為何]；若 c d ，則 ( , ) ( , )i iF x c F x d  [不管 ix 為何] 

 二元累加分配函數描述的是兩個隨機變數的聯合隨機行為，而邊

際分配則是這兩個隨機變數中任一個變數的個別隨機行為。 
 二元間斷隨機變數的邊際機率函數(marginal probability function)： 

 X 的邊際機率函數：我們以 ( )xf x 來表示隨機變數 X 出現變

量 X x 的機率[不管 Y 出現何種變量，僅關心 X] 
1 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x myf x f x y f x y f x y f x y       

 上式必須滿足下列兩條件： 
0 ( ) 1x if x   

1 ( ) 1n
x ii f x   
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 Y 的邊際機率函數：我們以 ( )yf y 來表示隨機變數 Y 出現變

量Y y 的機率[不管 X 出現何種變量，僅關心 Y] 

1 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )y nxf y f x y f x y f x y f x y       
 上式必須滿足下列兩條件： 

0 ( ) 1y jf y   

1 ( ) 1m
y jj f y   

 根據邊際機率函數也可以計算邊際累加分配函數 
(marginal cumulative distribution function) 
X 的邊際累加分配函數： 

1( ) ( ) ( , )
i i

m
x x i i jx x x x jF x f x f x y       

[ ( )xF x 其實就等於 ( , )F x  ：累加分配函數中未對 Y 進行範

圍限制所得到的累加機率] 
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Y 的邊際累加分配函數： 

1( ) ( ) ( , )
j j

n
y y j i jy y y y iF y f y f x y       

[ ( )yF y 其實就等於 ( , )F y ：累加分配函數中未對 X 進行範

圍限制所得到的累加機率] 
 條件機率函數(conditional probability function)： 

設 ( , )f x y 為二元聯合機率函數，則在 jY y 條件下，X 發生 ix 的

條件機率表為： 
(    ) ( , )

( | )
( ) ( )
i j i j

i j
j y j

P x x Y y f x y
f x Y y

P Y y f y
 

  


且
 

在 iX x 條件下，Y 發生 jy 的條件機率表為： 

(    ) ( , )
( | )

( ) ( )
i j i j

j i
i x i

P x x Y y f x y
f y X x

P x x f x
 

  


且
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 例子：某電訊公司最近發送簡訊給曾向該公司買過 2G 手機的

600 個顧客，進行 3G 手機的促銷；發送之後 30 天依客戶『買或

不買 3G 手機』與『是否仔細看過簡訊』進行分類統計，統計數

據如下表。請問，發送簡訊的促銷方法是否有效？ 

 
Y （是否看過簡訊）

合計 0（未看過） 1（看過）

X （有否購 
買 3G 手機）

0（不買） 198 132 330
1（購買） 108 162 270

合計 306 294 600
 依據上表，可得底下的聯合機率函數 

 Y （是否看過簡訊） 合計 )(xf x  
0（未看過） 1（看過） 

X （有否購 
買 3G 手機）

0（不買） 0.33 0.22 0.55 
1（購買） 0.18 0.27 0.45 

合計 )( yf y  0.51 0.49 1.00 
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 隨機變數 X 僅有兩種變量 0,1X  ，隨機變數 Y 亦僅有兩種

變量 0,1Y  。由表中數據即可知道 X 與 Y 的聯合機率，例

如『不買 3G 手機、但看過簡訊』[ 0X  、 1Y  ]的機率為

(0,1) 0.22f  。 
 最 右 邊 一 行 列 出 了 X 的 邊 際 機 率 [ (0) 0.55xf  、

(1) 0.45xf  ] ， 最 下 面 一 列 則 列 出 Y 的 邊 際 機 率

[ (0) 0.51yf  、 (1) 0.49yf  ]。 
 看過簡訊( 1Y  )後的顧客購買手機( 1X  )的機率為 

(1,1) 0.27( 1| 1) (1| 1) 0.55
(1) 0.49y

fP X Y f Y
f

        

看過簡訊( 1Y  )後的顧客不買手機( 0X  )的機率為 
(0,1) 0.22( 0 | 1) (0 | 1) 0.45

(1) 0.49y

fP X Y f Y
f

        
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未看過簡訊( 0Y  )的顧客購買手機( 1X  )的機率為 
(1,0) 0.18( 1| 0) (1| 0) 0.36
(0) 0.51y

fP X Y f Y
f

        

未看過簡訊( 0Y  )的顧客不購買手機( 0X  )的機率為 
(0,0) 0.33( 0 | 0) (0 | 0) 0.64

(0) 0.51y

fP X Y f Y
f

        

以上計算可整理成底下的條件機率 )|( yxf  
)|( yxf  )0|( Yxf （未看過） )1|( Yxf （看過）

0X （不買） 0.64 0.45 
1X （購買） 0.36 0.55 

 由上表可清楚得知，『看過簡訊的顧客購買 3G 手機的機率』

(0.55)高於『未看過簡訊的顧客購買手機的機率』(0.36)；
因此，發送簡訊的促銷方法確實有效。 
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 我們亦可依條件機率的定義，計算 ( | )f y x 如下表 
[給定顧客購買手機( 1X  )或未購買手機( 0X  )的情況

下，顧客看過簡訊( 1Y  )與未看過簡訊( 0Y  )的機率] 
)|( xyf  )0|( Xyf （不買） )1|( Xyf （購買）

0Y （未看過） 0.60 0.40 
1Y （看過） 0.40 0.60 

從表中數據可知，『購買手機的顧客中看過簡訊的機率』

(0.60)比『購買手機的顧客中未看過簡訊的機率』(0.40)高；

因此亦可斷定『發送簡訊的促銷方法確實有效』。 
二元間斷隨機變數的期望值 
 X 的期望值：[僅需使用 X 的邊際機率函數計算即可] 

( ) ( , )

( , ) ( )

X x y

xx y x

E X xf x y

x f x y xf x

  

 

 

  
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 Y 的期望值：[僅需使用 Y 的邊際機率函數計算即可] 
( ) ( , )

( , ) ( )

Y x y

yy x y

E Y yf x y

y f x y yf x

  

 

 

  
 

二元間斷隨機變數的變異數 
 X 的變異數：[僅需使用 X 的邊際機率函數計算即可] 

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( )

( 2 ) ( )

( ) 2 ( ) ( )

( )

( ) [ ( )]

X Xx y x y

X xx

X X xx

x X x X xx x x

x Xx

V X x f x y x f x y

x f x

x x f x

x f x xf x f x

x f x

E X E X

 



 

 



   

 

  

  

 

 

   




  


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 Y 的變異數：[僅需使用 Y 的邊際機率函數計算即可] 
2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( 2 ) ( )

( ) 2 ( ) ( )

( )

( ) [ ( )]

Y Yx y y x

Y y Y y yy y

y Y y Y yy y y

y Yy

V X y f x y y f x y

y f y y y f y

y f y yf y f y

y f y

E Y E Y

 

  

 



   

    

  

 

 

   

 

  



 

 例子：預期會購買手機的顧客( 1X  )比率為 
( ) ( ) 0 0.55 1 0.45 0.45xxE X xf x       

而 X 的變異數為 
2 2

2 2 2

( ) ( )

[0 0.55 1 0.45] (0.45) 0.2475
x XxV X x f x  

     

  
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兩變數間的關係 
 散佈圖(scatter plot)可用來表示兩變數之資料的散佈情形。 
 例子：某公司統計了過去 9 星期廣告秒數與銷售收入資料如下表 

0

50,000

100,000

150,000

200,000

250,000

300,000

350,000

0 50 100 150 200 250 300
廣告秒數

銷

售

收

入
A

 
 將每個星期的廣告秒數標示於橫軸(X)、銷售收入標示於縱

軸(Y)，畫出散佈圖：如 A 點標示出第 1 星期的資料位置
( 120X  , 13,500Y  )。由散佈圖可以看出，廣告秒數越高，
銷售收入越高，兩變數呈正向關係。 
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 變數間之相關性的分類：假設有兩個隨機變數 X 與 Y 
 正向關係：當 X 越大(小)時，Y 也傾向越大(小)。 
 負向關係：當 X 越大(小)時，Y 卻傾向越小(大)。 
 無相關：若 X 與 Y 並無上述描述的關係。 

 一個比無相關更強的條件：獨立(independence) 
 設 ,X Y 為二元隨機變數，若知道 X 發生的數值並不影響我

們對 Y 的機率分配之看法[ ( | ) ( )yf y X x f y  ]，或是知道

X 發生的數值並不影響我們對 Y 的機率分配之看法

[ ( | ) ( )xf x Y y f x  ]，則稱 ,X Y 為獨立隨機變數。 
 兩變數獨立的條件：設 ,X Y 為二元隨機變數，若 X 與 Y 之值均

滿足下列條件[滿足其中之ㄧ即會滿足全部]，則 ,X Y 獨立。 
(1) ( , ) ( ) ( )x yf x y f x f y   [聯合機率等於邊際機率的乘積] 
(2) ( | ) ( )xf x y f x  [給定 Y 時 X 的條件機率為 X 的邊際機率] 
(3) ( | ) ( )yf y x f y  [給定 X 時 Y 的條件機率為 Y 的邊際機率] 
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 例子：顧客購買 3G手機的行為(X)與看過簡訊(Y)兩者是否獨立？ 
 由於 (0,0) 0.33f  ，而 

(0) (0) 0.55 0.51 0.2805x yf f     
故 (0,0) (0) (0)x yf f f  。因此購買 3G 手機的行為(X)與看

過簡訊(Y)兩者並不獨立。[照理而言，我們應該檢驗聯合機

率函數所有的函數值是否滿足獨立的條件；但事實上只要

檢驗出有一個函數值違反獨立條件即可] 
 兩個不獨立的隨機變數稱為相依(dependent)。 

 當 ,X Y 兩個隨機變數為相依時(不互為獨立)，則 ,X Y 間互有關

係。變數間的關係可能是線性的，亦可能是非線性的；若變數間

的關係為線性時，則變數間的關係可分為： 
 正向關係：當 X 變大(小)時，Y 也變大(小)。 
 負向關係：當 X 變大(小)時，Y 卻變小(大)。 
 欲衡量變數間的線性相關程度，可用共異數與相關係數。 
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 共變數[共變異數](covariance)：兩隨機變數 ,X Y 的共變數定義為 
( , ) [( )( )]X YCov X Y E X Y     

其中 X 、 Y 分別代表 ,X Y 的平均數。 
 若在 X 軸標示出 X ，經過該點畫一條垂直線，在 Y 軸標示

出 Y ，經過該點畫一條水平線，則可將平面切割成四塊 

Y

X

Ⅰ
Ⅱ

Ⅲ Ⅳ

( )x X  0

( )x X  0

( )y Y  0

( )y Y  0( )y Y  0
( )x X  0

( )x X  0
( )y Y  0

Y

X

 



 17

 當資料點 ( , )X Y 落在 I、III 象限時，表示 X 小時 Y 也小(或
X 大時 Y 也大)，此時 ( )( ) 0X YX Y    ，故 ( , ) 0Cov X Y 
因此，若 ( , ) 0Cov X Y  ，代表 X、Y 間具有正向的線性關係 

 當資料點 ( , )X Y 落在 II、IV 象限時，表示 X 小時 Y 大(或 X
大時 Y 小)，此時 ( )( ) 0X YX Y    ，故 ( , ) 0Cov X Y  。

因此，若 ( , ) 0Cov X Y  ，代表 X、Y 間具有反向的線性關係 
 若 X 與 Y 無關係，則資料點應平均散佈於四個象限，因此

( , ) 0Cov X Y  。故 ( , ) 0Cov X Y  代表 X 與 Y 無線性關係。 
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 若 ,X Y 為間斷隨機變數，則其共變數之計算如下 
( , ) [( )( )]

( )( ) ( , )
X Y

X Yx y

Cov X Y E X Y
x y f x y
 

 
  

   
 

 共變數的另一個公式[以間斷隨機變數為例] 
( , ) ( ) ( ) ( )Cov X Y E XY E X E Y   

證明： 
( , ) [( )( )]

( )( ) ( , )

( ) ( , )

( , ) ( , )

 ( , ) ( , )

X Y

X Yx y

X Y X Yx y

Xx y x y

Y X Yx y x y

Cov X Y E X Y
x y f x y

xy y x f x y

xyf x y yf x y

xf x y f x y

 
 

   



  

  

  

   

 

 

 
 
   

   

 

( , ) ( , ) ( , )X Y X Yx y y x x yxyf x y y f x y x f x y             
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( , ) ( ) ( )

( , )

( , )

( ) ( ) ( )

X y Y x X Yx y y x

X Y X Y X Yx y

X Yx y

xyf x y yf y xf x

xyf x y

xyf x y

E XY E X E Y

   

     

 

   

   

 

 

   
 
 

 

 若 X 與 Y 獨立，則其共變數為 0。 
證明：若 X 與 Y 獨立，則 ( , ) ( ) ( )x yf x y f x f y ，因此 

( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
x yx y x y

x y Y x X Yx y x

E XY xyf x y xyf x f y

xf x yf y xf x  

 

  

   
  

 

故 ( , ) ( ) 0X Y X Y X YCov X Y E XY            
 若 ,X Y 兩個隨機變數的變異數分別為 2

X 、 2
Y ，兩者的共變數為

XY 。令W aX bY  ，則 W 的變異數為 
2 2 2 2 2( ) 2W X Y XYV W a b ab        
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證明：因為 ( ) ( ) X YE W E aX bY a b     ，故 
2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

[ ( )] [ ( )]
[ ( )] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( ) 2 ( )( )]

( ) ( ) 2 [( )( )]

2

X Y X Y

X Y X Y

X Y X Y

X Y XY

V E W E W E aX bY E aX bY
E aX bY a b E a X b Y

E a X b Y ab X Y

a E X b E Y abE X Y

a b ab

   

   

   

  

     

       

      

      

  

 

 共變數的優缺點：共變數在衡量共變關係時，有下列優缺點 
 它可看出共變的方向與程度。 
 ov( , )C X Y    ，其值域無限，不易根據 ),( YXCov 的

大小來判斷 X 與 Y 的相關程度。 
 它易受衡量單位的影響，例如當以公斤改為以磅衡量體重

時，所得的共變數會改變。 
 具有雙重的衡量單位(同時有 X 與Y 的衡量單位不易解釋) 
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 例子：購買 3G 手機的行為(X)與看過簡訊(Y)的共變數 
( , ) ( ) ( ) ( )

( , ) ( ( ))( ( ))

0 0 0.33 0 1 0.22 01 0 0.18 1 1 0.27 (0.45)(0.49)
0.0495

x yx y x y

Cov X Y E XY E X E Y
xyf x y xf x yf y
 

 

            



     

 相關係數(coefficient of correlation)：用來衡量變數間相關程度 
( , ) XY

XY
X Y X Y

Cov X Y 
   

   

式中 ( , )Cov X Y 為 X 、Y 的共變數， X 、 Y 為 X 與 Y 的標準差 
 相關係數亦可計算如下 

[( )( )]( , )

( ) ( ) ( )

X Y
XY

X Y X Y

X Y

X Y X Y

E X YCov X Y

X YE XY E X E Y E

 
   

 
   

 
 

    
     

   
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 相關係數的一些特性： 
 相關係數的數值可證明是介於 1 與 1 之間。 

證明：由於 
2 2 2( ) 2 0X Y XYV X aY a a        

若令 2/XY Ya   ，將其代入上式可得 
2

2 2
2 2 2

2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 2 2 2 2

( ) 2 0
( )

( ) ( )2 0

( ) ( ) ( )0 1 0 1

1 1 1 1 1

XY XY
X Y XY

Y Y

XY XY
X

Y Y

XY XY XY
X

Y X Y X Y

XY XY
XY

X Y X Y

   
 

 
 

  
    

  
   

  

   

       

         
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 當 1XY 時，我們稱 X、Y 具正的完全直線關係(完全正相
關)，此時 ),( YX 的點會落在一條斜率為正的直線上[如下左
圖]。當 1XY 時，我們稱 X 、Y 具負的完全直線關係(完
全負相關)，此時 ),( YX 的點會落在一條斜率為負的直線上
[如下右圖]。 

 
 當 0XY 時， X 、 Y 無線性相關[但不代表沒有非線性關

係]。下頁四個圖都表示 X 、Y 無關。左上圖表示 X、Y 真

的沒有任何關係[無線性與非線性相關]；右上圖表示 X、Y
沒有線性關係，但為拋物線關係。左下圖表示 X 、Y 無線
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性相關，但具圓形關係。右下圖則顯示出 X、Y 具有明顯的

非線性關係，但無線性關係。 
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 || XY 愈大表示 X、Y 的線性相關程度愈大。一般而言，若
相關係數的數值在 0.5 左右稱為中度相關；若相關係數大於
0.7，則認為高度相關；若小於 0.3 則為低度相關。 

 若兩變數互為獨立，則其相關係數為 0 [因其共變數為 0] 
 例子：購買 3G 手機的行為(X)與看過簡訊(Y)的 

由於 2 0.2475X  、 2 0.2499Y  、 0.0495XY  ，故 
0.0495 0.0495 0.1990

0.4975 0.49990.2475 0.2499
XY

XY
X Y


 

   


 

相關係數、共變數與獨立的關係 
 若兩變數獨立，則兩個變數不但沒有線性關係，亦無非線性關

係。兩變數獨立時，隱含其共變數為 0、相關係數亦為 0。 
 相關係數是衡量變數間的線性關係，無法衡量非線性關係。若兩

變數的相關係數為 0，僅代表變數間無線性關係，不代表連非線
性關係也沒有(獨立)。 

 相關係數的正負號與共變數相同 
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條件期望值(conditional expectation)與條件變異數 
 在 jY y 條件下，X 發生 ix 的條件機率為 

( , )
( | )

( )
i j

i j
y j

f x y
f x Y y

f y
   

除非 X、Y 互相獨立，否則條件機率函數 ( | )i jf x Y y 應與邊際

機率函數 ( )x if x 不同。因此，在 jY y 的條件下，X 的(條件)期望

值 ( | )jE X Y y 應與 X 的期望值 ( )E X 不同。[變異數亦應不同] 
 在 iX x 條件下，Y 發生 jy 的條件機率應不等於邊際機率 ( )y jf y  

( , )
( | ) ( )

( )
i j

j i y j
x i

f x y
f y X x f y

f x
    

因此，在 iX x 的條件下，Y 的(條件)期望值 ( | )iE Y X x 應與 Y
的期望值 ( )E Y 不同。[變異數亦應不同] 
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 條件期望值與條件變異數的定義 
在 jY y 條件下，X 的條件期望值與條件變異數為 

( | ) ( | )j jxE X Y y xf x Y y    
2( | ) [ ( | )] ( | )j j jxV X Y y x E X Y y f x Y y      

在 iX x 條件下，Y 的條件期望值與條件變異數為 
( | ) ( | )i iyE Y X x yf y X x    

2( | ) [ ( | )] ( | )i i iyV Y X x y E Y X x f y X x      
 例子：顧客看過簡訊( 1Y  )後購買 3G 手機(X)的條件期望值為 

( | 1) ( | 1) 0 (0 | 1) 1 (1| 1)
0 0.45 1 0.55 0.55

xE X Y xf x Y f Y f Y        

    
  

條件變異數為 2( | 1) [ ( | 1)] ( | 1)xV X Y x E X Y f x Y      
2 2

2 2

(0 0.55) (0 | 1) (1 0.55) (1| 1)

(0 0.55) 0.45 (1 0.55) 0.55 0.2475

f Y f Y       

      
 

 28

補充：二元連續隨機變數 
 聯合累加分配函數：若 X、Y 為連續隨機變數[ X   、

Y    ]，其聯合累加分配函數定義為 
, ( , ) (     )X YF x y P X x Y y  且  

 聯合機率密度函數：若 , ( , )X YF x y 為連續函數且二次可微，則聯

合機率密度函數定義為 
2

,
,

( , )
( , ) X Y

X Y

F x y
f x y

x y



 

 

 聯合機率密度函數必須滿足 
(1) , ( , ) 0X Yf x y   

(2) , ( , ) 1X Yf x y dxdy 

 
   

 聯合累加分配函數可由聯合機率密度函數求算 

, ,( , ) ( , )x y
X Y X YF x y f r s drds

 
    
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 X 的邊際機率密度函數： 

,( ) ( , )X X Yf x f x y dy


   

X 的邊際累加分配函數 
( ) ( )x

X XF x f r dr


   
 Y 的邊際機率密度函數： 

,( ) ( , )Y X Yf y f x y dx


   

Y 的邊際累加分配函數 
( ) ( )y

Y YF y f s ds


   
 X 的期望值： 

 
,

,

( ) ( , )

( , ) ( )

X X Y

X Y X

E X xf x y dxdy

x f x y dy dx xf x dx

  

 

  

  

 

 

 

  
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X 的變異數： 

 
2

,

2 2
,

( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( )

X X Y

X X Y X X

V X x f x y dxdy

x f x y dy dx x f x dx



 

 

 

  

  

 

   

 

  
 

 Y 的期望值： 

 
,

,

( ) ( , )

( , ) ( )

Y X Y

X Y Y

E Y yf x y dxdy

y f x y dx dy yf y dy

  

 

  

  

 

 

 

  
 

Y 的變異數： 

 
2

,

2 2
,

( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( )

Y X Y

Y X Y Y Y

V Y y f x y dxdy

y f x y dx dy y f y dy



 

 

 

  

  

 

   

 

  
 

 X 與 Y 的交叉動差 ,( ) ( , )X YE XY xyf x y dxdy 

 
    
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 X 與 Y 的共變數 

,

( , ) [( )( )]

( )( ) ( , )

X Y

X Y X Y

Cov X Y E X Y

x y f x y dxdy

 

  

 

  

   
 

可進一步變為 

,

, ,

, ,

, ,

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , )

 ( , ) ( , )

( ) ( , ) (

Y X X Y X Y

X Y Y X Y

X X Y X Y X Y

Y X Y X X Y

Cov X Y xy x y f x y dxdy

xyf x y dxdy xf x y dxdy

yf x y dxdy f x y dxdy

E XY xf x y dxdy yf x

   



  

 

 

 

   

   

   

   

 

 

   

 

 

  

 

   

   

 

,

, )

 ( , )

( ) ( ) ( ) ( )
X Y X Y

X Y X Y X Y

y dxdy

f x y dxdy

E XY E XY E X E Y

 

     

 

 

 

 


     

 

 
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 條件機率密度函數：在Y y 的條件下，X 的條件機率密度函數 
,

|

( , )
( | )

( )
X Y

X Y
Y

f x y
f x Y y

f y
   

在 X x 的條件下，Y 的條件機率密度函數 
,

|

( , )
( | )

( )
X Y

Y X
X

f x y
f y X x

f x
   

 獨立的定義：若 X 與 Y 獨立，在Y y 的條件下，X 的條件機率

密度函數應與 X 的邊際機率密度函數相同 
,

|

( , )
( | ) ( )

( )
X Y

X Y X
Y

f x y
f x Y y f x

f y
    

因此，若 X 與 Y 獨立，則其聯合機率密度函數為邊際機率密度

函數之乘積 
, ( , ) ( ) ( )X Y X Yf x y f x f y  
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 條件期望值與條件變異數 

|( | ) ( | )X YE X Y y xf x Y y dx


    

2
|( | ) [ ( | )] ( | )X YV X Y y x E X Y y f x Y y dx


      

|( | ) ( | )Y XE Y X x yf Y X x dy


    

2
|( | ) [ ( | )] ( | )Y XE Y X x y E Y X x f Y X x dy


      

補充：多元隨機變數 
 若 1,..., nX X 為 n 個隨機變數，令

1 ,..., 1( ,..., )
nX X nf x x 代表其聯合機率

函數(或聯合機率密度函數)，令
1 ,..., 1( ,..., )

nX X nF x x 代表其多元累加

分配函數，則
1 ,..., 1( ,..., )

nX X nF x x 可由聯合機率函數加總或聯合機率

密度函數積分而得 

1 ,..., 1 1 1 2 2( ,..., ) (           )
nX X n n nF x x P X x X x X x   且 且 且  
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 獨立的條件：若 1,..., nX X 間相互獨立，則聯合機率函數(聯合機

率密度函數)為邊際機率函數(邊際機率密度函數)的乘積 

1 1 2,..., 1 1 2( ,..., )= ( ) ( ) ( )
n nX X n X X X nf x x f x f x f x  

 隨機變數之線性函數的期望值與變異數：若 1,..., nX X 為 n 個隨機

變數，令 1 1 n nW a X a X   ，則 

1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nE W E a X a X a E X a E X a a             

1 1

2 2
11 1

( ) ( )n n

n n n
ji i i j iji i
j i

V W V a X a X

a a a  


  

   


 

證明：根據變異數的定義 
2

1 1 1 1

2
1 1 1 1

2
1 1 1

( ) [( ) ( )]

[( ) ( )]

[ ( ) ( )]

n n n n

n n n n

n n n

V W E a X a X E a X a X

E a X a X a a

E a X a X

 

 

     

     

    

 
 


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中括號內的平方展開後，有底下中括號中的 2n 項 
1 1 1 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2 2 1 1 1

2 2 2 2 1 2 2 1 1

 ( )                       ( )                         ( ) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

 

( )

n n n

n n n

n n n

a X a X a X

a X a X a a X X a a X X
a X a a X X

a X

  

     
  



  

     
  







2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

n n n

n n n n n n n n n

a X a a X X

a X X X a a X X a X

  

    

 
 

   
 
 

      


   



 

將中括號內的每一項取期望值可得 
2 2
1 1 1 2 12 1 1

2 2
2 1 21 2 2 2 2

2 2
1 1 2 2

n n

n n

n n n n n n

a a a a a
a a a a a

a a a a a

  
  

  

 
 
 
 
 
  




   


 

將對角線部分加總可得 2 2
1

n
i ii a   

將非對角線部分加總可得 11
n n

j i j iji
j i

a a 


   

因此 2 2
11 1( ) n n n

ji i i j iji i
j i

V W a a a  


     
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 特例 1：若 1,..., nX X 間相互獨立，則 2 2
1( ) n

i iiV W a    
 特例 2：若 1,..., nX X 均為常態分配，則 

~ ( ( ), ( ))W N E W V W  
 其他與共變數有關的公式 

 ( , ) ( , )Cov a bX c dY cd Cov X Y     

 
( , )

( ) ( ) ( ) ( , )
Cov aX bY cX dY

ac V X bd V Y ad bc Cov X Y
 

      
 


