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第 13 章 兩母體的統計估計與假設檢定 
 第 11 與 12 章討論的是單一母體參數的估計與假設檢定。本章將

前兩章的內容推廣到兩母體之參數的估計與假設檢定。 
 獨立母體與不獨立母體：設 X 與 Y 分別代表兩個母體的特質，

若 X 與 Y 為統計獨立，則 X 與 Y 為兩獨立母體，否則為不獨立。 
 兩獨立母體(independent population)：例子(1) X 為農家所

得，Y 為非農家所得，我們想了解農家所得與非農家所得

的差異；(2) X 為 A 廠牌輪胎的壽命，Y 為 B 廠牌輪胎的壽

命，我們想了解兩廠牌輪胎壽命的差異。 
 成對母體(paired population)[不獨立母體]：例子(1) X 為 A

班學生期中考成績，Y 為 A 班學生期末考成績，我們想了

解期中考成績與期末考成績的差異；(2) X 為減肥計畫參與

者減肥前體重，Y 為減肥計畫參與者減肥後體重，我們想

了解參與減肥計畫前後體重的差異。 
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 獨立樣本(independent sample)：分別自兩個獨立母體，隨機獨立

抽樣所得的兩個樣本稱為獨立樣本。 
 成對樣本(paired samples)：自母體中抽取元素，對同一元素蒐集

實驗前後兩個觀察值所構成的樣本稱為成對樣本。 
兩獨立母體平均數差的統計推論—近似分配 
 假設 1X 與 2X 為兩獨立母體，母體分配未知，自兩母體中抽取兩

組獨立樣本。符號： 
 母體 1 ( 1X ) 母體 2 ( 2X ) 
母體平均數 1  2  
母體變異數 2

1  2
2  

樣本觀察值個數 1n  2n  

樣本平均數 1

1

1
1 11

n
in iX X   2

2

1
2 21

n
in iX X   

樣本變異數 1

1

2 21
1 1 11 1( )n

in iS X X   2

2

2 21
2 2 21 1( )n

in iS X X  
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 我們現在感興趣的問題是：兩母體平均數差異 1 2  的 
 點估計與區間估計 
 假設檢定 

 1 : 平 均 數  2 : 平 均 數

母 體 1 母 體 2

兩 獨 立 樣 本
抽取 個樣本n1

抽取 個樣本n 2
 1 2 :兩母體平均數差

X X1 2 1 2 :   的點估計式

X 1 : 樣本平均數 X2 :樣本平均數

S2
2 :樣本變異數S1

2 :樣本變異數

X X X n1 1 12 1 1
, , , X X X n21 22 2 2

, , ,

X1
X2

 2
2 :變異數 1

2 :變異數
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 兩母體平均數差異 1 2  的點估計式： 
 因為 1X 是 1 的最佳線性不偏估計式(BLUE)， 2X 是 2 的最

佳線性不偏估計式；再加上 1X 與 2X 為兩獨立母體的性質，

可知兩母體平均數差異 1 2  的最佳線性不偏估計式為 

1 2X X  

 1 2X X 的抽樣分配： 
 由於母體分配未知，所以只要樣本個數 1n 與 2n 夠大(CLT) 

2
1

11 1( , )nX N   
2
2

22 2( , )nX N   

 由於 1 2X X 為 1X 與 2X 的線性組合，因此，只要樣本個數 1n
與 2n 夠大， 1 2X X 亦近似常態分配；其平均數與變異數分

別為 
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1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )X X E X X E X E X          
2 2
1 2

1 21 2

2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) n nX X V X X V X V X           

 若未對母體分配進行假設， 1 2X X 的(近似)抽樣分配為 

 
2 2
1 2

1 21 2 1 2( , )n nX X N        

或是 
2 2
1 2

1 2

1 2 1 2( ) (0,1)
n n

X X N
 

   



 

 若已知兩母體的變異數 2
1 、 2

2 ，則
2 2
1 2

1 21 2

2
n nX X
     亦已知，

故可以直接利用上述分配來進行區間估計與假設檢定。若

兩母體的變異數 2
1 、 2

2 未知，則須先對
2 2
1 2

1 21 2

2
n nX X
     進

行估計，否則上述近似分配將無用武之地。 
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1 2

2
X X  的估計式：既然 2

1S 、 2
2S 是估計 2

1 、 2
2 的良好估計

式，直覺上當然就是以
2 2
1 2

1 21 2

2 S S
n nX XS    來估計

1 2

2
X X  。 

 若以
1 2

2
X XS  來估計

1 2

2
X X  ，根據中央極限定理， 

2 2
1 2

1 2

1 2 1 2( ) (0,1)
S S
n n

X X N   



 

 1 2X X 之抽樣分配的總結： 
兩母體變異數 2

1 、 2
2 已知 

1 2 1 2
2 2
1 2
1 2

( ) (0,1)
n n

X X N
 

   



  或 
2 2
1 2

1 21 2 1 2( , )n nX X N        

兩母體變異數 2
1 、 2

2 未知 
1 2 1 2

2 2
1 2
1 2

( ) (0,1)
S S
n n

X X N   



  或 
2 2
1 2

1 21 2 1 2( , )S S
n nX X N       
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兩獨立母體平均數差異 1 2  的信賴區間—近似區間 
 兩母體變異數 2

1 、 2
2 已知：若給定信賴水準1  時，根據常態

分配所找出的臨界值為 / 2Z ，則 

 1 2 1 2

1 2

( )
/ 2 / 2 1

X X

X XP Z Z 
  



        

式中，
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
     。將不等式加以推導可得 

 
 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

1 2 / 2 1 2 1 2 / 2

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

X X X X

X X X X

X X X X

P Z X X Z

P Z X X Z

P X X Z X X Z

 

 

 

    

    

    

 

 

 

       

        

         

 

因此， 1 2  的1  信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) X XX X Z     
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 兩母體變異數 2
1 、 2

2 未知：若給定信賴水準1  時，根據常態

分配所找出的臨界值為 / 2Z ，則 

 1 2 1 2

1 2

( )
/ 2 / 2 1

X X

X X
SP Z Z 

  


        

式中，
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS    。將不等式加以推導可得 

 
 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

1 2 / 2 1 2 1 2 / 2

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

X X X X

X X X X

X X X X

P Z S X X Z S

P Z S X X Z S

P X X Z S X X Z S

 

 

 

  

  

  

 

 

 

       

        

         

 

因此， 1 2  的1  信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) X XX X Z S    
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 例子：台北市的計程車大部分在監理站驗車，新北市的計程車大

部分在民營代檢廠驗車。監理站與代檢廠驗車時間有差異嗎？隨

機選取 1295 輛台北市計程車，平均驗車時間為 25 分鐘，抽取

1574 輛新北市計程車，平均驗車時間為 20 分鐘。根據以往經驗，

台北市和新北市驗車時間的標準差分別為 7.7 和 8.3 分鐘。建構

台北市和新北市驗車時間差異的 99%信賴區間。(變異數已知) 
 由題意可知： 1 1295n  、 1 25X  、 1 7.7  、 2 1574n  、

2 20X  、 2 8.3  。 

 計算 1 2X X 的標準差
2 2 2 21 2

1 21 2

7.7 8.3
1295 1574 0.315n nX X

         

 根據常態分配所找出的 99%信賴區間臨界值為 / 2 2.575Z   
 因此，台北市和新北市驗車時間差異的 99%信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) (25 20) 2.575 0.315 5 0.811

4.189 ~ 5.811
X XX X Z         
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 例子：達美樂想了解新竹區分店的營業額在雨季與乾季有何差
異。運用底下資料建構雨季與乾季營業額的 95%信賴區間。 

 
 由題意可知： 1 92n  、 1 1815233X  、 1 85313S  、 2 92n  、

2 1789992X  、 2 106125  。 
 估計 1 2X X 的標準差

1 2X XS  ： 
2 2 2 21 2

1 21 2

85313 106125
92 92 14196S S

n nX XS        

 根據常態分配所找出的 95%信賴區間臨界值為 / 2 1.96Z   
 因此，雨季與乾季營業額的 95%信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) (1815233 1789992) 1.96 14196

25241 27824 2583 ~ 53065
X XX X Z S      
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 兩母體的變異數相同： 2 2 2
1 2    ， 2 稱為共同變異數 

 若假設母體變異數已知， 1 2X X 的變異數可簡化為 
2 2 2 21 2

1 2 1 2 1 21 2

2 2 1 1( )n n n n n nX X
            

1 2X X 的標準差可簡化為
1 2 1 21 2

2 1 1 1 1( )n n n nX X        

 若母體變異數未知，則 1 2X X 的變異數
1 21 2

2 2 1 1( )n nX X   

須加以估計，而其中唯一需要估計的就是共同變異數 2 。

但由於兩母體的變異數同為 2 ，所以由兩個母體當中所取

得的樣本都可用來作為 2 的估計樣本，因為這樣做會更具

有效性。 
 共同變異數 2 的估計：混合變異數(pooled sample variance) 

樣本變異數為『離均差平方和除以樣本自由度』，自由度為

『樣本個數減掉需事先估計的參數個數』。因此 
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1 22 2 2 2
2 1 1 2 21 1 1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( 1) ( 1)
2 2

n n
i ii i

p

X X X X n S n SS
n n n n

      
 

   
   

式中， 1

1

2 21
1 1 11 1 ( )n

in iS X X   、 2

2

2 21
2 2 21 1 ( )n

in iS X X   分別為樣

本 1 與 2 的樣本變異數。[Sp 稱為混合標準差] 
 1 2X X 的變異數

1 2

2
X X  之估計式： 

1 2 1 21 2 1 2

2 2 1 1 1 1( )p pn n n nX X X XS S S S       

 兩獨立母體平均數差異 1 2  的信賴區間(具共同變異數) 
母體變異數已知：

1 21 2 / 2( ) X XX X Z     
母體變異數未知：

1 21 2 / 2( ) X XX X Z S    
式中：

1 21 2

1 1
n nX X    、

1 21 2

1 1
p n nX XS S    

而
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2p

n S n SS
n n
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 例子：達美樂想了解新竹區分店外送機車的平均行駛里程在雨季

與乾季的差異。根據底下數據建構雨季與乾季平均行駛里程差異

的 95%信賴區間。[假設雨季與乾季行駛里程的變異程度相同] 

 
 由題意可知： 1 38n  、 1 852X  、 1 231S  、 2 34n  、

2 445X  、 2 162S  。 
 混合標準差： 

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) (38 1)231 (34 1)162
201.4

2 38 34 2p
n S n S

S
n n

     
  

   
 

因此， 1 2X X 的標準差
1 2X XS  為 

1 21 2

1 1 1 1
38 34201.4 47.5p n nX XS S       
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 根據常態分配所找出的 95%信賴區間臨界值為 / 2 1.96Z   
 因此，雨季與乾季平均行駛里程差異的 95%信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) (852 445) 1.96 47.5

407 93.1 313.9 ~ 500.1
X XX X Z S      

  
 

兩獨立母體平均數差 1 2  的假設檢定 
 檢定統計量：Z 統計量[任意母體分配，近似抽樣分配] 

 母體變異數 2
1 、 2

2 已知： 
1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X XZ N 
 

     式中 
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
      

若兩母體的變異數相同 2 2 2
1 2     

1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X XZ N 
 

     式中 
1 21 2

1 1
n nX X     

 母體變異數 2
1 、 2

2 未知：[以 2
1S 、 2

2S 估計 2
1 、 2

2 ] 
1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X X
SZ N 



     式中 
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS     
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若兩母體的變異數相同 2 2 2
1 2     [以 2

pS 估計 2 ] 
1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X X
SZ N 



     式中 
1 21 2

1 1
p n nX XS S    
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2p

n S n SS
n n

  


 
 

 雙尾、右尾、左尾檢定[ Z 、 2Z 為根據常態分配找出之臨界值] 
檢定 雙尾檢定 左尾檢定 右尾檢定 
虛無假設 
對立假設 

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D    

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D  

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D    

特例： 
0 0D   

0 1 2:H    
1 1 2:H    

0 1 2:H    
1 1 2:H    

0 1 2:H    
1 1 2:H    

接受域 
拒絕域 

2 2Z Z Z     
2Z Z  或 2Z Z

Z Z   
Z Z   

Z Z  
Z Z  

 計算樣本的 Z 統計量時，以 0D 取代 1 2  。 

 16

 例子：台灣銀行宣稱她的客戶在各分行平均等待時間低於第一銀

行。華通企管顧問公司從台灣銀行抽取 64 位客戶，發現平均等

待時間為 9.06 分鐘，從第一銀行抽取 81 位客戶，發現平均等待

時間為 10.51 分鐘；假設兩母體標準差已知為 1 2.5  、 2 3.5 
分。請在 0.01  下，檢定台灣銀行的宣稱是否為真。 
 令 1 為台灣銀行客戶的平均等待時間， 2 為第一銀行客戶

的平均等待時間。由題意知： 1 64n  、 1 9.06X  、 1 2.5  、

2 81n  、 2 10.51X  、 2 3.5  。 
 兩個假設： 

0 1 2: 0H     [兩銀行客戶平均等待時間沒有差異] 
1 1 2: 0H     [台灣銀行客戶平均等待時間較低] 

 檢定統計量 
1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X XZ N 
 

     式中 
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
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 計算樣本 Z 檢定統計量 
2 2 2 21 2

1 21 2

2.5 3.5
64 81 0.4989n nX X

         
1 2 1 1

1 2

( ) (9.06 10.51) 0
0.4989 2.91

X X

X XZ  
 

         

 結論：顯著水準 0.01  下左尾檢定的臨界值為 2.33 。由

於樣本 Z 統計量小於臨界值，位於拒絕域內，故拒絕虛無

假設，接受對立假設。亦即，『在 1%的顯著水準下，台灣

銀行客戶平均等待時間顯著低於第一銀行客戶平均等待時

間』。 
 例子：台大想瞭解碩士生與大學生平均薪資的差異，以問卷進行

調查，所得到的數據如下[母體 1 表碩士生、母體 2 表大學生] 

1 470n  、 1 43361.702X  、 1 13622.892S   
2 253n  、 2 32470.356X  、 2 17893.094S   

請在 0.05  下檢定碩士生的薪水是否比大學生多 5000 元以上。 
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 兩個假設 

0 1 2: 5000H     [碩士生與大學生薪水差異不高於 5000 元] 
1 1 2: 5000H     [碩士生與大學生薪水差異高於 5000 元] 

 檢定統計量： 
1 2 1 2

1 2

( ) (0,1)
X X

X X
SZ N 



     式中 
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS     

 計算樣本 Z 檢定統計量 
2 2 2 21 2

1 21 2

13622.892 17893.094
470 253 1288.535S S

n nX XS        
1 2 1 2

1 2

( ) ( 43361.702 32470.356) 5000
1288.535 4.572

X X

X X
SZ  



        

 結論：顯著水準 0.05  下右尾檢定的臨界值為1.645。由

於樣本 Z 統計量( 4.572 )大於臨界值，位於拒絕域內，故拒

絕虛無假設，接受對立假設。亦即，『在 5%的顯著水準下，

碩士生的薪水顯著比大學生多 5000 元以上』。 
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兩獨立常態母體平均數差的統計推論—實際分配 
 1 2X X 的抽樣分配： 

 兩母體變異數已知：由於兩母體均具常態分配，因此 
2
1

11 1~ ( , )nX N   
2
2

22 2~ ( , )nX N   

故
2 2
1 2

1 21 2 1 2~ ( , )n nX X N      ，亦即 

1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X X N 
 

    式中 
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
      

若兩母體的變異數相同 2 2 2
1 2    ，可簡化

1 2X X  之計算 
1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X X N 
 

    式中 
1 21 2

1 1
n nX X     

 兩母體變異數未知：若兩母體的變異數 2
1 、 2

2 未知，則須 

以樣本變異數 2
1S 、 2

2S 來估計，而
1 2X X  則以

2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS     

估計。在此情況下，標準化的 1 2X X 具有底下抽樣分配： 
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1 2 1 2

1 2

( ) ( )
X X

X X
S t  



     

式中 
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS    、

 2 2
1 2

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2

( / ) ( / )
1 1

S S
n n

S n S n
n n


 





。 

Remark 1：回想一下單一常態母體樣本平均數的抽樣分

配，『若母體變異數未知，則標準化的樣本平均數具有 t 分
配』。這個分配的觀念依舊適合當前的狀況，只不過目前的

t 分配僅是近似的分配，要推導也很困難，所以只好強記了。 
Remark 2：根據樣本所計算出之通常不是正整數，而在

進行統計推論時，通常取的整數部份(無條件捨去)做為 t
分配的自由度；以這種方式所得到的自由度稱為『保守自

由度』，因為自由度越小的 t 分配，所對應的臨界值越大，

區間估計的長度亦越大，亦越不容易拒絕虛無假設。 
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 兩母體變異數未知，但相等( 2 2 2
1 2    )：由於

1 2X X  已 
簡化為

1 21 2

1 1
n nX X    ，因此以

1 21 2

1 1
p n nX XS S   來估計

1 2X X  ，其中 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2p

n S n S
S

n n
  


 

 為混合標準差 

標準化的樣本平均數具有 1 2( 2)t n n  分配 
1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
S t n n 



      

證明：由於 
1 2 1 2

1 1
1 21 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2( 2)1 21 2 1 2 1 22

( )

( ) ( )

( 2)

n n

n n SX X pp n n

X X

X X X X
S S

n n


 

   

 

  

     


 

   

而 1 2 1 2
1 1
1 2

( ) (0,1)
n n

X X N 
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2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

2 2
1 2

2
1 2

( 2) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

( 2)

pn n S n S n S n S n S

n n

n n

   
 



      
  

  

 





 

因此， 1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
S t n n 



      

兩獨立常態母體平均數差異 1 2  的信賴區間—實際區間 

 兩常態母體變異數 2
1 、 2

2 已知：我們已知 1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X X N 
 

   ，

其中
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
     。若給定信賴水準1  時，根據標準常態

分配所找出的臨界值為 / 2Z ，則 

 1 2 1 2

1 2

( )
/ 2 / 2 1

X X

X XP Z Z 
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將不等式加以推導可得 

 
 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

/ 2 1 2 1 2 / 2

1 2 / 2 1 2 1 2 / 2

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

X X X X

X X X X

X X X X

P Z X X Z

P Z X X Z

P X X Z X X Z

 

 

 

    

    

    

 

 

 

       

        

         

 

因此， 1 2  的1  信賴區間為 

1 21 2 / 2( ) X XX X Z     

若兩母體的變異數相同 2 2 2
1 2    ，則信賴區間還是如上式所

示，只不過
1 2X X  之計算可簡化為

1 21 2

1 1
n nX X     

 兩常態母體變異數 2
1 、 2

2 未知：由於 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
X X

X X
S t  



    ，若給定

信賴水準1  時，根據 ( )t  分配所找出的臨界值為 , / 2t  ，則 
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 1 2 1 2

1 2

( )
, / 2 , / 2 1

X X

X X
SP t t 

    


        

式中，
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS    、

 2 2
1 2

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2

( / ) ( / )
1 1

S S
n n

S n S n
n n


 





。 

將不等式加以推導可得 

 
 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

, / 2 1 2 1 2 , / 2

, / 2 1 2 1 2 , / 2

1 2 , / 2 1 2 1 2 , / 2

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

X X X X

X X X X

X X X X

P t S X X t S

P t S X X t S

P X X t S X X t S

   

   

   

  

  

  

 

 

 

       

        

         

 

因此， 1 2  的1  信賴區間為 

1 21 2 , / 2( ) X XX X t S     
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 兩常態母體變異數 2
1 、 2

2 未知，但相等( 2 2 2
1 2    )：由於 

1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
S t n n 



     ，其中
1 21 2

1 1
p n nX XS S   ，而混合標準

差 2 2
1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2

n S n S
p n nS   

  。若給定信賴水準1  時，根據 1 2( 2)t n n   

分配所找出的臨界值為
1 2( 2), / 2n nt   ，則 

 1 2 1 2

1 2 1 21 2

( )
( 2), / 2 ( 2), / 2 1

X X

X X
n n n nSP t t 

  


  
        

將不等式加以推導可得 
 

 
 

1 2 1 21 2 1 2

1 2 1 21 2 1 2

1 2 1 21 2 1 2

( 2), / 2 1 2 1 2 ( 2), / 2

( 2), / 2 1 2 1 2 ( 2), / 2

1 2 ( 2), / 2 1 2 1 2 ( 2), / 2

( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( ) 1

n n n nX X X X

n n n nX X X X

n n n nX X X X

P t S X X t S

P t S X X t S

P X X t S X X t S

 

 

 

  

  

  

    

    

    

       

        

         

 

因此， 1 2  的1  信賴區間為 

1 2 1 21 2 ( 2), / 2( ) n n X XX X t S     
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 例子：某次針對男性病患與女性病患門診醫療費用的調查結果 

 
假設男、女性病患的門診醫療費用服從常態分配，且母體變異數

相等，請建構男、女性病患平均門診醫療費用差異的 95%信賴

區間。 
 令 1、 2 分別代表男、女性病患的平均門診醫療費用， 1X 、

2X 分別為對應的樣本平均數。由題意知： 1 14n  、

1 830X  、 1 283S  、 2 15n  、 2 748X  、 2 275S  。 
 混合標準差 

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) (14 1)283 (15 1)275
2 14 15 2 279n S n S

p n nS      
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 樣本平均數差 1 2X X 的標準差 

1 21 2

1 1 1 1
14 15279 104p n nX XS S       

 兩獨立常態母體，母體變異數相等但未知時，標準化的樣

本平均數差 1 2X X 具有底下抽樣分配 
1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
S t n n 



      

因 1 14n  、 2 15n  ，根據 1 2( 2) (14 15 2) (27)t n n t t     
分 配 所 找 出 的 95% 信 賴 區 間 臨 界 值 為

1 2( 2), / 2 27 ,0.025 2.052n nt t    ，故男、女性病患平均門診醫療

費用差異的 95%信賴區間為 

1 2 1 21 2 ( 2), / 2( ) (830 748) 2.052 104

82 213
131 ~ 295

n n X XX X t S       

 
 

 

 28

 例子：朱教授想了解高、低學歷失業週數的差異，隨機抽取 41
人，其中高中職以下有 25 人，平均失業週數為 24.9 週，樣本標

準差為 4.5 週，大專以上有 16 人，平均失業週數為 23.3 週，樣

本標準差為 2.0 週。假設失業週數長短服從常態分配，請建構高、

低學歷平均失業週數差異的 90%信賴區間。 
 令 1 、 2 分別代表高中職以下、大專以上的平均失業時

間， 1X 、 2X 分別為對應的樣本平均數。由題意知： 1 25n  、

1 24.9X  、 1 4.5S  、 2 16n  、 2 23.3X  、 2 2.0S  。 
 樣本平均數差 1 2X X 的標準差 

2 2 2 21 2

1 21 2

4.5 2.0
25 16 1.03S S

n nX XS        

 兩獨立常態母體，母體變異數未知時，標準化的樣本平均

數差 1 2X X 具有底下抽樣分配 
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1 2 1 2

1 2

( ) ( )
X X

X X
S t  



     

其中 

   
2 2

2 21 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2 2
4.5 2.0
25 16

( / ) ( / ) (4.5 / 25) (2.0 /16)
25 1 16 11 1

35.68
S S
n n

S n S n
n n


  

 
  


 

保守取自由度為 35。 
 根據 ( ) (35)t t  分配所找出的 90%信賴區間臨界值為

, / 2 35,0.05 1.69t t    ，因此，低學歷平均失業週數與高學歷

平均失業週數差異的 90%信賴區間為 

1 21 2 , / 2( ) (24.9 23.3) 1.69 1.03

1.6 1.741
0.141 ~ 3.341

X XX X t S       
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兩獨立常態母體平均數差 1 2  的假設檢定 
 檢定統計量 

 兩常態母體變異數 2
1 、 2

2 已知： 

1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X XZ N 
 

   ，其中
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
     。 

 兩常態母體變異數已知且相同 2 2 2
1 2    ： 

1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X XZ N 
 

   ，其中
1 21 2

1 1
n nX X    。 

 兩常態母體變異數 2
1 、 2

2 未知： 

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
X X

X X
St t  



    ，其中
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS     

 
 2 2

1 2

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2

( / ) ( / )
1 1

S S
n n

S n S n
n n
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 兩常態母體變異數未知，但相等( 2 2 2
1 2    )： 

1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
St t n n 



     ，其中
1 21 2

1 1
p n nX XS S    

 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2

n S n S
p n nS   

   

 例子：某餐廳想瞭解男性客人(母體 1)的平均消費額是否大於女

性客人(母體 2)。經抽樣調查後，得到底下數據(母體標準差已知) 

1 16n  、 1 433X  、 1 150   

2 25n  、 2 328X  、 2 100   
假設男性、女性客人的消費額均服從常態分配，請在顯著水準

0.025  下，檢定男性客人的平均消費額是否大於女性客人。 
 令 1 、 2 分別代表男性、女性客人的平均消費額 
 虛無假設 0 1 2: 0H     

對立假設 1 1 2: 0H     

 32

 檢定統計量：獨立常態母體、變異數已知時 
1 2 1 2

1 2

( ) ~ (0,1)
X X

X XZ N 
 

   ，其中
2 2
1 2

1 21 2 n nX X
     。 

 拒絕域與接受域： 0.025  時右尾檢定臨界值為 1.96 
接受域： 1.96Z   
拒絕域： 1.96Z   

 樣本 Z 統計量 
2 2 2 21 2

1 21 2

150 100
16 25 42.5n nX X

         
1 2 1 2

1 2

( ) ( 433 328) 0
42.5 2.47

X X

X XZ  
 

        

 結論：由於樣本 Z 統計量(2.47)大於臨界值(1.96)，位於拒

絕域內，故拒絕虛無假設，接受對立假設；亦即，『在

0.025  的顯著水準下，男性客人的平均消費額顯著大於

女性客人』。 
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 例子：某企管顧問公司想瞭解甲、乙兩個訓練計畫的成效是否有

差異，隨機抽取學員分別進行訓練後之受訓成績結果如下 

1 15n  、 1 77.73X  、 1 4.42S   

2 12n  、 2 86.50X  、 2 4.27S   
請在顯著水準 0.05  下，檢定甲、乙兩個訓練計畫的平均受訓

成績是否相等。 
 令 1 、 2 分別代表甲、乙兩個訓練計畫的平均受訓成績 
 虛無假設 0 1 2: 0H     

對立假設 1 1 2: 0H     
 檢定統計量：獨立常態母體、變異數未知時 

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
X X

X X
St t  



    ，
2 2
1 2

1 21 2

S S
n nX XS    、

 2 2
1 2

1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2

( / ) ( / )
1 1

S S
n n

S n S n
n n
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 拒絕域與接受域：t 統計量的自由度 

   
2 2

2 21 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

2 2
4.42 4.27

15 12

( / ) ( / ) (4.42 /15) (4.27 /12)
15 1 12 11 1

24.12
S S
n n

S n S n
n n


  

 
  


 

保守取自由度為 24。顯著水準 0.05  時，根據 24t 分配所
找出之雙尾檢定臨界值為 2.064，因此 

接受域： 2.604 2.604t    
拒絕域： 2.604t    或 2.604t   

 樣本 t 統計量： 
2 2 2 21 2

1 21 2

4.42 4.27
15 12 1.68S S

n nX XS        
1 2 1 2

1 2

( ) (77.73 86.50) 0
1.68 5.22

X X

X X
St  



         

 結論：由於樣本 t 統計量(-5.22)位於拒絕域內，故拒絕虛無
假設，接受對立假設；亦即，『在 0.05  的顯著水準下，
甲、乙兩個訓練計畫的平均受訓成績顯著不同』。 
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 例子：某腳踏車工廠想瞭解兩條生產線零件裝配時間是否相同。

抽樣調查兩條生產線工人的組裝時間資料如下 

1 25n  、 1 6.24X  、 2
1 0.9908S   

2 25n  、 2 5.996X  、 2
2 0.9904S   

假設組裝時間服從常態分配，且兩母體的變異數相等，請在顯著

水準 0.05  下，檢定生產線 1 的組裝時間是否比生產線 2 長？ 
 令 1 、 2 分別代表生產線 1、生產線 2 的平均組裝時間。 
 虛無假設 0 1 2: 0H     

對立假設 1 1 2: 0H     
 檢定統計量：獨立常態母體、變異數未知但相等時 

1 2 1 2

1 2

( )
1 2~ ( 2)

X X

X X
St t n n 



     ，其中
1 21 2

1 1
p n nX XS S    

 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)
2

n S n S
p n nS   
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 拒絕域與接受域：t 統計量的自由度 
1 2 2 25 25 2 48n n       

顯著水準 0.05  時，根據 48t 分配所找出之右尾檢定臨界
值為 1.677，因此 

接受域： 1.677t   
拒絕域： 1.677t   

 樣本 t 統計量： 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) ( 25 1)0.9908 ( 25 1)0.9904
2 25 25 2 0.9953n S n S

p n nS      
       

1 21 2

1 1 1 1
25 250.9953 0.2815p n nX XS S       

1 2 1 2

1 2

( ) (6.24 5.996) 0
0.2815 0.8667

X X

X X
St  



        

 結論：由於樣本 t 統計量(0.8667)位於接受域內，故無法拒
絕虛無假設；亦即，『在 0.05  的顯著水準下，兩條生產
線的平均組裝時間並無顯著不同』。 



 37

成對母體平均數差的統計推論 
 成對樣本：自母體中抽取元素，對同一元素蒐集實驗前後兩個觀

察值所構成的樣本稱為成對樣本(paired samples)。 
 例子：(1)參加減肥計畫前的體重與減肥計畫後的體重；(2)

參加田徑訓練前 100 公尺的賽跑成績與參加田徑訓練後

100 公尺的賽跑成績。 
 事實上，成對樣本的情況中僅有一個母體，從母體中隨機

抽取樣本，並對這些樣本進行一項實驗，觀察樣本元素在

實驗前後的性質差異。 
 同一元素在實驗前後的兩個觀察值絕非獨立，但每一元素

在實驗前後的觀察值差異可視為獨立。如：A 參加減肥計

畫後的體重絕對與其參加減肥計畫前的體重有關，而 B 參

加減肥計畫後的體重也絕對與其參加減肥計畫前的體重有

關，但 A 前後體重的差異與 B 前後體重的差異可視為無關 
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 成對母體平均數差異的問題：我們想瞭解某一母體的平均

數在進行某項實驗後是否有差異；以 1 、 2 分別代表實驗

前後的母體平均數。現從母體中抽取 n 個元素，觀察這 n
個元素在實驗前後的數值；某個元素在實驗前後觀察值的

差異(成對樣本差)可視為獨立。 
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 符號： 
 1X 、 2X 分別代表實驗前後的母體。 
 1 、 2 分別代表實驗前後的母體平均數，亦即 

1 1( )E X  、 2 2( )E X   
 定義 2

1 1( )V X  、 2
2 2( )V X  、 12 1 2cov( , )X X   

 定義母體成對差異為 1 2D X X  ，則 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )D E D E X X E X E X          
2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 12

( ) ( ) ( ) ( ) 2cov( , )

2
D V D V X X V X V X X X

  

     

  
 

 從母體中隨機抽出 n 個元素，其實驗前後的觀察值分別為 
11 1 1, ,...,n nX X X  

21 2 2, ,...,n nX X X  
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 定義樣本成對差異如下，則 ( )i DE D  、 2( )i DV D   
1 11 21

2 12 22

1 2

 

n n n

D X X
D X X

D X X

 
 

 


 

 估計實驗前後的母體平均數差異 1 2D    ：直覺上當然

是以 1
1 11

n
in iX X  估計 1 ，以 1

2 21
n

in iX X  估計 2 ，然後

以 1 2X X 估計 1 2D    。但這其實等於用 1
1

n
in iD D 

來估計 1 2D    ，因為 
1 1 1 1

1 2 1 21 1 1 1

1 2

( )n n n n
i i i i in n n ni i i iD D X X X X

X X
       

 

     

所以母體平均數差異 1 2D    的估計式： 1
1

n
in iD D   
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 D的平均數與變異數 
1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( )n n n
i i D Dn n ni i iD E D E D E D            

2 2
2 2 21 1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( )n n n
i i D Dn ni i iD n n

V D V D V D            

 估計 2
D ：由於 2 21

DnD  ，所以僅需估計 2
D ，又由於

2 2 2
1 2 122D      ，只要以底下三個樣本變異數與共變異

數分別估計 2
1 、 2

2 、 12 ，並以 2 2
1 2 12ˆ ˆ ˆ2    估計 2

D 即可 
2 21

1 1 11 1ˆ ( )n
in i X X     

2 21
2 2 21 1ˆ ( )n

in i X X     
1

12 1 1 2 21 1ˆ ( )( )n
i in i X X X X      

而這種估計等於用 2 21
1 1 ( )n

D in iS D D   來估計 2
D ，因為 

2 2 21 1
1 2 1 21 11 1( ) [( ) ( )]n n

D i i in ni iS D D X X X X          
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21
1 1 2 21 1

2 21 1
1 1 2 21 11 1

2
1 1 2 21 1

2 2
1 2 12

[( ) ( )]

( ) ( )

 - ( )( )]

ˆ ˆ ˆ2

n
i in i

n n
i in ni i

n
i in i

X X X X

X X X X

X X X X

  

 

  

 

   

   

 

  


 


 

2
D 的估計式： 2 21

DnDS S ，其中 

  2 2 2 21 1
1 11 1( )n n

D i in ni iS D D D nD        

 成對樣本平均數差D的抽樣分配：(式中 1 2D    ) 
 非常態母體、母體成對差變異數 2

D 已知：[近似分配] 

/
(0,1)D

D

D

n
N



   

 非常態母體、母體成對差變異數 2
D 未知：[近似分配] 

/
(0,1)D

D

D

S n
N   
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 常態母體、母體成對差變異數 2
D 已知：[實際分配] 

/
(0,1)D

D

D

n
N



   

 常態母體、母體成對差變異數 2
D 未知：[實際分配] 

/
( 1)D

D

D

S n
t n   

成對母體平均數差 1 2D    的信賴區間 
 非常態母體、母體成對差變異數 2

D 已知：[近似區間] 

/ 2 DD Z  ，式中 /DD n   
 非常態母體、母體成對差變異數 2

D 未知：[近似區間] 

/ 2 DD Z S ，式中 /DDS S n  

 21
1 1 ( )n

D in iS D D    
 常態母體、母體成對差變異數 2

D 已知：[實際區間] 

/ 2 DD Z  ，式中 /DD n   
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 常態母體、母體成對差變異數 2
D 未知：[實際區間] 

1, / 2n DD t S ，式中 /DDS S n  

 21
1 1 ( )n

D in iS D D    
 例子：某國中為了參加運動會 100 公尺賽跑，挑選出五名選手加

以訓練，訓練前後的成績差異如下 
5n  、 3D  、 1DS   

假設成績的分配服從常態，請建構訓練前後的成績差異的 95%
信賴區間。 
 根據 1 5 1 4nt t t   分配找出之 95%信賴區間臨界值為 2.776 
 / 1 / 5 0.447DDS S n    
 訓練前後的成績差異的 95%信賴區間為 

1, / 2 3 2.776 0.447 3 1.241
1.759 ~ 4.241

n DD t S     
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成對母體平均數差 1 2D    的假設檢定 
 虛無假設與對立假設 
檢定 雙尾檢定 左尾檢定 右尾檢定 
虛無假設 
對立假設 

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D    

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D    

0 1 2 0:H D    
1 1 2 0:H D    

亦可寫為 
虛無假設 
對立假設 

0 0: DH D   
1 0: DH D   

0 0: DH D   
1 0: DH D   

0 0: DH D   
1 0: DH D   

 檢定統計量[計算樣本統計量時以 0D 取代 D ] 
 非常態母體、母體成對差變異數 2

D 已知： 

/
(0,1)D

D

D

n
Z N



   

 非常態母體、母體成對差變異數 2
D 未知： 

/
(0,1)D

D

D

S n
Z N   
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 常態母體、母體成對差變異數 2
D 已知： 

/
(0,1)D

D

D

n
Z N



   

 常態母體、母體成對差變異數 2
D 未知： 

/
( 1)D

D

D

S n
t t n   

 例子：田徑訓練前後的成績有差異嗎？根據上例的資料 
5n  、 3D  、 1DS   

在 0.05  下檢定訓練前後的成績是否具顯著差異。 
 虛無假設與對立假設 

0 : 0DH    

1 : 0DH    
 檢定統計量 

1/
D

D

D
nS n

t t
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 拒絕域與接受域：t 統計量的自由度為 1 5 1 4n     ，在顯

著水準 0.05  下，根據 4t 分配所找出之雙尾檢定臨界值為

2.776，因此拒絕域與接受域為 
接受域： 2.776 2.776t    
拒絕域： 2.776t    或 2.776t   

 樣本 t 統計量 
3 0

/ 1/ 5
6.71D

D

D

S n
t      

 結論：樣本 t 統計量(6.71)位於拒絕域內，故拒絕虛無假設，

亦即，『在 5%的顯著水準下，田徑訓練前後的成績具有顯

著差異(顯著不相等)』。 
 以信賴區間進行假設檢定：上例中所建構 D 之 95%信賴區

間為1.759 ~ 4.241，虛無假設的母體平均數差異假設值 0 不

落於該信賴區間內，故拒絕虛無假設。 
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兩獨立母體比例差異的統計推論──近似常態分配 
 符號： 

 1p 、 2p 分別代表母體 1、母體 2 的母體比例。 
 從母體 1 中隨機抽取 1n 個樣本，從母體 2 中隨機抽取 2n 個

樣本；計算所得之樣本比例分別為 1p̂ 、 2p̂ 。 
 我們有興趣的是：母體比例差異 1 2p p  
 欲估計 1 2p p ，當然是以 1 2ˆ ˆp p 。 

 兩獨立母體樣本比例差異 1 2ˆ ˆp p 的(近似)抽樣分配 
 我們僅考慮樣本數足夠大的情況： 1 1 5n p  、 1 1 5n q  、

2 2 5n p  、 2 2 5n q  。[ 1 11q p  、 2 21q p  ] 
 由於：當樣本數 1n 、 2n 足夠大時 

1 1

11 1ˆ ( , )p q
np N p  

2 2

22 2ˆ ( , )p q
np N p  
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因此， 1 1 2 2

1 21 2 1 2ˆ ˆ ( , )p q p q
n np p N p p     

因為 1p̂ 、 2p̂ 均為常態，故 1 2ˆ ˆp p 亦為常態，而 

1 2ˆ ˆ 1 2 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )p p E p p E p E p p p         
1 1 2 2

1 2 1 2

2
ˆ ˆ 1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) p q p q
p p n nV p p V p V p         

 估計
1 2

2
ˆ ˆp p  ：以 1p̂ 、 2p̂ 估計 1p 、 2p ，

1 2

2
ˆ ˆp p  即以

1 2

2
ˆ ˆp pS  估計 

1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2
ˆ ˆ

p q p q
p p n nS    ，式中 1 1ˆ ˆ1q p  、 2 2ˆ ˆ1q p   

 標準化統計量： 

1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ( ) (0,1)
p p

p p p p N
S 

  
  

式中 1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

p q p q
p p n nS     
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兩獨立母體比例差異 1 2p p 的區間估計 
 若給定信賴水準1  時，根據標準常態分配所找出的臨界值為

/ 2Z ，則 1 2p p 的1  信賴區間為 

1 2ˆ ˆ1 2 / 2ˆ ˆ( ) p pp p Z S   ，式中 1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

p q p q
p p n nS     

 保守估計： 
 不用 1p̂ 、 2p̂ 估計 1p 、 2p ，而是直接以 1

2 替代 1p 、 2p ；這

會使得
1 2ˆ ˆp pS  達到其極大值，建構出最大的信賴區間。 

 保守估計之 1 2p p 的1  信賴區間為： 

1 2ˆ ˆ1 2 / 2ˆ ˆ( ) p pp p Z S   ，式中
1 1 1 1
2 2 2 2

1 2 1 2ˆ ˆp p n nS  

    

 例子：太平洋崇光百貨想調查男性與女性對進口服飾偏好比例的

差異。隨機抽取 360 個女性，偏好進口服飾的有 135 個，隨機抽

取 364 個男性，偏好進口服飾的有 91 個。請建構女性與男性對

進口服飾偏好比例差異的 90%信賴區間。 
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 令 1p 為女性對進口服飾的偏好比例， 2p 為男性對進口服飾

的偏好比例。 1p̂ 、 2p̂ 為對應的樣本比例。由題意知： 
1 360n  、 135

1 360ˆ 0.375p   、 1 1ˆ ˆ1 0.625q p    
2 364n  、 91

2 364ˆ 0.25p   、 2 2ˆ ˆ1 0.75q p    
 估計 1 2ˆ ˆp p 的標準差： 

1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 0.375 0.625 0.25 0.65
ˆ ˆ 360 364 0.034p q p q
p p n nS  
       

 根據標準常態找出的 90%信賴區間臨界值為 / 2 1.645Z  ，
故女性與男性對進口服飾偏好比例差異的 90%信賴區間為 

1 2ˆ ˆ1 2 / 2ˆ ˆ( ) (0.375 0.25) 1.645 0.034

0.125 0.056 0.069 ~ 0.181
p pp p Z S      

  
 

 保守估計：
1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2ˆ ˆ 360 364 0.0372p p n nS    

       

1 2ˆ ˆ1 2 / 2ˆ ˆ( ) (0.375 0.25) 1.645 0.0372

0.125 0.061 0.064 ~ 0.186
p pp p Z S      
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兩獨立母體比例差異 1 2p p 的假設檢定 
檢定 雙尾檢定 左尾檢定 右尾檢定 
虛無假設 
對立假設 

0 1 2 0:H p p p   
1 1 2 0:H p p p   

0 1 2 0:H p p p   
1 1 2 0:H p p p   

0 1 2 0:H p p p   
1 1 2 0:H p p p   

 Z 檢定統計量： 

1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ( ) (0,1)
p p

p p p pZ N
S 

  
  ，式中 1 1 2 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

p q p q
p p n nS     

 若虛無假設為 1 1 2: 0H p p  ，則在虛無假設正確時， 1 2p p ，

在估計
1 2

2
ˆ ˆp p  時，若以混合樣本比例來估計 1p 、 2p 會相對較精準 

混合樣本比例： 1 1 2 2

1 2

ˆ ˆn p n pp
n n





、 1q p   

此時， 1 2ˆ ˆp p 的標準差估計式為：
1 2 1 2

1 1
ˆ ˆ ( )p p n nS p q    
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 例子：某印刷行有 2 位打字小姐，打字速度差不多。最近有客戶

反應打字出了很多錯字，老闆抽查了 2 位打字小姐的打字成品

500 字，發現錯字字數如下表所示 

 
請在 5%的顯著水準下，檢定 2 位打字小姐的錯字率是否相等。 
 令 1p 為張小姐的錯字率， 2p 為李小姐的錯字率。由題意知 

1 500n  、 12
1 500ˆ 0.024p    

2 500n  、 16
2 500ˆ 0.032p    

 虛無假設與對立假設 
0 1 2: 0H p p   
1 1 2: 0H p p   

 拒絕域與接受域：在顯著水準 0.05  下，根據標準常態分

配找出之雙尾檢定臨界值為 1.96，因此拒絕域與接受域為 
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接受域： 1.96 1.96Z    
拒絕域： 1.96Z    或 1.96Z   

 樣本 Z 統計量： 
混合樣本比例：(因虛無假設為 1 2p p ) 

1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ 500 0.024 500 0.032 0.028
500 500

n p n pp
n n
   

  
 

 

1 1 0.028 0.972q p      
1 2ˆ ˆp p 的標準差估計值： 

1 2 1 2

1 1 1 1
ˆ ˆ 500 500( ) 0.028 0.972( ) 0.01044p p n nS pq        

因此
1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ ( ) (0.024 0.032) 0 0.766
0.01044p p

p p p pZ
S 

    
     

 結論：樣本 Z 統計量( 0.766 )大於臨界值 1.96 ，故無法拒
絕虛無假設；亦即，『在 5%的顯著水準下，2 位打字小姐
的錯字率無顯著差異』。 
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兩獨立母體變異數比的統計推論 
 F 分配：若 2

1 1( )X v 、 2
2 2( )X v ，且 1X 與 2X 獨立，定義 

1 1

2 2

/
/

X vY
X v

  

則 Y 之分配為『自由度為 1v 與 2v 的 F 分配』，記為 1 2( , )F v v 或

1 2,v vF ； 1v 稱為分子自由度， 2v 稱為分母自由度。 
 F 分配之機率密度函數如下圖所示： F 分配為一右偏分

配； F 分配取決於兩個自由度 1v 、 2v ，不同的 1v 、 2v 有不

同的 F 分配。。 
 F 分配的平均數與變異數 

2

2 22( )      ( 2)v
vE F v   

2
2 1 2

2
1 2 2

2 ( 2)
2( 2) ( 4)

( )       ( 4)v v v

v v v
V F v 
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 2

1,v vt F ：自由度 v的 t分配之平方，恰為自由度 1 與 v的 F
分配。 
說明：令 (0,1)Z N ， 2 ( )X v ，則

X
v

Z
vt  ，因此 

  2 22
2

1,2

(1) /1
/ ( ) /X

v

Z
v v

Zt F
X v v v
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 F 分配的倒數性質： 1 2( , )F v v 分配的倒數為 2 1( , )F v v 分配 
2 2

2 1
1 2 1 1 2 2 1 1

( / )1 1 ( , )
( , ) ( / ) /( / ) ( / )

X v F v v
F v v X v X v X v

    

 F 分配的臨界值： 
 課本附表七(pp.787~796)列出了各種自由度 1v 、 2v 及機率值

 下的右尾臨界值。例如：對應到 0.05  、分子自由度

1 9v  、分母自由度 2 20v  的數字 2.39，代表 9,20F 分配比

2.39 大的機率有 0.05  ，亦即 9,20( 2.39) 0.05P F   。 
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 若我們要尋找左尾臨界值，亦即
1 2 1 2, , ,1( )v v v vP F F    中的

1 2, ,1v vF  ，並無附表可以直接查；但此時可以利用 F 分配的

倒數性質，透過間接的方式查出左尾臨界值。 

 

 由於
1 2 1 2, , ,1( )v v v vP F F    隱含

1 2 1 2, , ,1

1 1

v v v v

P
F F 




 
   

 
，而
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2 1,1 2

1
,v v v vF F ，亦即

2 1

1 2

,
, ,1

1
v v

v v

P F
F 




 
   

 
；這表示

1 2, ,1

1

v vF 

等

於是
2 1,v vF 的右尾 臨界值，該臨界值可經由查表得出。若

我們以
2 1, ,v vF  來代表

2 1,v vF 分配的右尾  臨界值，亦即

2 1 2 1, , ,( )v v v vP F F    ，則上述說明隱含
2 1

1 2

, ,
, ,1

1
v v

v v

F
F



 ，亦

即
1 2

2 1

, ,1
, ,

1
v v

v v

F
F


  。 

 例子：想要找 9,15F 分配在 0.01  顯著水準下的左尾臨界
值，亦即 9,15 9,15,,1 0.01( )P F F   中的 9,15,,1 0.01F  。可利用 

15,9
9,15 9,15,,1 0.01 9,15,,1 0.01

1 1 1
0.01 0.01P P F

F F F 
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根據 15,9F 分配所找出之 0.01  右尾臨界值為 4.96，因此

9,15,,1 0.01

1 4.96F 
 ，亦即 1

9,15,,1 0.01 4.96 0.2016F    。 

 
2 2

1 2
2 2

1 2

/
/

S S
 

的抽樣分配：我們已知 

2
21 1

12
1

( 1) ( 1)n S n



 、
2

22 2
22

2

( 1) ( 1)n S n



  

而

2 2
1 1 1

12 2 2
1 2 1 1

1 22 22 2
2 2 21 2

22
2 2

( 1) ( 1)( 1)
/ ( 1) ~ ( 1, 1)

( 1) ( 1)/ ( 1)
( 1)

n S nn
S S n F n n

n S nn
n




 


 



   

 




 

亦即
2 2

1 2
1 22 2

1 2

/ ~ ( 1, 1)
/

S S F n n
 

   或 
2 2

1 1
1 22 2

2 2

/ ~ ( 1, 1)
/

S F n n
S




   



 61

 當我們想比較兩母體變異數 2
1 、 2

2 的大小，可比較兩者之比率 
 2 2 2 2

1 2 1 2/ 1       
 2 2 2 2

1 2 1 2/ 1       
 2 2 2 2

1 2 1 2/ 1       
兩獨立母體變異數比 2 2

1 2/  的區間估計 

 我們已知
2 2

1 2
1 22 2

1 2

/ ~ ( 1, 1)
/

S S F n n
 

  ，若根據
1 21, 1n nF   分配所找出之

左尾 / 2 臨界值為
1 21, 1,1 / 2n nF    ，右尾 / 2 臨界值為

1 21, 1, / 2n nF    
[參見下圖]，則 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2

1, 1,1 / 2 1, 1, / 22 2
1 2

2 2
2 1

1, 1,1 / 2 1, 1, / 22 2
1 2

/ 1
/

1

n n n n

n n n n

S SP F F

SP F F
S
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1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
1 2
2 2

1, 1, / 2 2 1 1, 1,1 / 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 1, 1, / 2 2 2 1, 1,1 / 2

1 1 1

1 1 1

n n n n

n n n n

SP
F S F

S SP
S F S F
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 因此， 2 2
1 2/  的1  信賴區間為 

1 2 1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 1, 1, / 2 2 2 1, 1,1 / 2

1 1

n n n n

S S
S F S F 


    

   

 由於
2 1

1 2

1, 1, / 2
1, 1,1 / 2

1
n n

n n

F
F


 

  

 ，因此信賴區間又可表示為 

2 1

1 2

2 2 2
1 1 1

1, 1, / 22 2 2
2 1, 1, / 2 2 2

1
n n

n n

S S F
S F S 




  

 

   

 例子(p.499 個案研究)：問題陳述參見課本。令 2
1 為舊制銷售獎

金的變異數， 2
2 為新制銷售獎金的變異數。樣本資料如下 

1 13n  、 2 6
1 153 10S    

2 13n  、 2 6
2 541 10S    

請估計舊制、新制銷售獎金變異數比的 95%信賴區間。 
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 該題要建構的是 2 2
1 2/  的 95%信賴區間。 

 由於
1 2

2 2
1 2

1, 12 2
1 2

/ ~
/ n n

S S F
    ，而 1 13n  、 2 13n  ，故 

2 2
1 2

12,122 2
1 2

/ ~
/

S S F
 

 

 令 12,12,0.975F 代表 12,12F 分配的左尾 / 2 0.025  臨界值，

12,12,0.025F 代表 12 ,12F 分配的右尾 / 2 0.025  臨界值，則 
2 2

1 2
12,12,0.975 12,12,0.0252 2

1 2

2 2
1 2
2 2

12,12,0.025 2 1 12,12,0.975

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 12,12,0.025 2 2 12,12,0.975

/
1 0.05 0.95

/

1 1
0.95

1 1
0.95

S S
P F F

S
P

F S F

S S
P

S F S F
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 因此， 2 2
1 2/  的 95%信賴區間為 

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 12,12,0.025 2 2 12,12,0.975

1 1S S
S F S F




   

由於 12,12,0.025 12,12,0.9751/F F ，故 
2 2 2

1 1 1
12,12,0.0252 2 2

2 12,12,0.025 2 2

1S S F
S F S




   

 查表可知 12,12,0.025 3.28F  ，將 2 6
1 153 10S   、 2 6

2 541 10S   代

入可得 
26 6

1
6 2 6

2

2
1
2
2

153 10 1 153 10 3.28
541 10 3.28 541 10

0.086 0.928
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兩獨立母體變異數比 2 2
1 2/  的假設檢定 

 現在要檢定的虛無假設為 2 2
0 1 2: / 1H    。 

 檢定統計量：F 統計量 

1 2

2 2 2 2
1 2 1 1

1, 12 2 2 2
1 2 2 2

/ / ~
/ / n n

S S SF F
S


       

 當虛無假設 2 2
0 1 2: / 1H    成立時，F 統計量簡化為[把虛無

假設當中的母體參數假設值 2 2
1 2/ 1   代入 F 統計量中] 

1 2

2
1

1, 12
2

~ n n

SF F
S    

[虛無分配：虛無假設成立時檢定統計量的抽樣分配] 
 三種對立假設及拒絕法則：令

1 21, 1,n nF   為
1 21, 1n nF   分配的右尾

臨界值，
1 21, 1,1n nF    為

1 21, 1n nF   分配的左尾 臨界值，
1 21, 1, / 2n nF   、

1 21, 1,1 / 2n nF    分別為
1 21, 1n nF   分配的右尾、左尾 / 2 臨界值。 
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檢定 雙尾檢定 左尾檢定 右尾檢定 
虛無假設 
對立假設 

2 2
0 1 2:H    

2 2
1 1 2:H    

2 2
0 1 2:H    

2 2
1 1 2:H    

2 2
0 1 2:H    

2 2
1 1 2:H    

亦可寫為 
虛無假設 
對立假設 

2 2
0 1 2: / 1H     

2 2
1 1 2: / 1H     

2 2
0 1 2: / 1H     

2 2
1 1 2: / 1H     

2 2
0 1 2: / 1H     

2 2
1 1 2: / 1H     

接受域 
 
 
拒絕域 
 

1 2

1 2

1, 1,1 / 2

1, 1, / 2 
n n

n n

F F

F




  

 




 

1 21, 1,1 / 2n nF F     
或 

1 21, 1, / 2n nF F  

1 21, 1,1n nF F     
 
 

1 21, 1,1n nF F     

1 21, 1,n nF F    
 
 

1 21, 1,n nF F    

 在尋找左尾臨界值時需透過底下關係 

1 2

2 1

1, 1,1
1, 1,

1
n n

n n

F
F


  

 

 、
1 2

2 1

1, 1,1 / 2
1, 1, / 2

1
n n

n n

F
F
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 簡化的決策法則： 
 若虛無假設 2 2

0 1 2: / 1H    是正確的，則F統計量 2 2
1 2/F S S

應該約略等於 1；若虛無假設錯誤，則 F 統計量不是比 1
大很多就是比 1 小很多。 

 若在設定母體變異數的符號時，把樣本變異數較大的母體

設定為母體 1，則 F 統計量只可能比 1 還大。此時左尾檢

定絕對無法拒絕虛無假設，因此不需加以考慮；而雙尾檢

定只有在右尾時可拒絕虛無假設。 
 在此情況下可把決策法則簡化為 

 單尾(右尾)檢定：
1 21, 1,n nF F  值 時拒絕虛無假設 0H 。 

 雙尾檢定：
1 21, 1, / 2n nF F  值 時拒絕虛無假設 0H 。 

 實務上我們通常喜歡這麼做，因為統計學教科書中僅列出

右尾臨界值。 
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 例子(p.500 個案研究)：財務上通常以報酬率的標準差(或變異數)
來衡量一檔股票的風險。底下是友訊與智邦兩檔股票在 2005 年

1 月至 2008 年 8 月間 44 個月的月報酬樣本統計資訊。 

 
請在 0.05  的顯著水準下，檢定友訊與智邦的風險是否相同。 
 令 2

1 為友訊股價報酬率的變異數， 2
2 為智邦股價報酬率的

變異數。由題意知： 
1 44n  、 1 19.0039S   
2 44n  、 2 3.3122S   

 虛無假設與對立假設 
2 2

0 1 2: / 1H     
2 2

1 1 2: / 1H     
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 欲檢定該組假設 F 統計量 

1 2

2
1

1, 12
2

~ n n

SF F
S    

由於 1 44n  、 2 44n  ，F 統計量具有 43,43F 分配。 
 臨界值：在顯著水準 0.05  下，根據 43,43F 分配所找出的

右尾臨界值為 1.6607 (查表可約略取 40,40,0.05 1.69F  )。 
 樣本 F 統計量：將 1 19.0039S  、 2 3.3122S  代入可得 

2

2

19.0039 32.9194
3.3122

F    

 結論：樣本 F 統計量( 32.9194 )大於臨界值 1.6607，故拒絕

虛無假設，接受對立假設；亦即，『在 0.05  的顯著水準

下，友訊股票報酬率的風險顯著大於智邦股票報酬率的風

險』。 
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樣本數的選擇 
 假設兩獨立樣本個數相等， 1 2n n n  ，以簡化分析。 
估計兩母體平均數差 1 2  時之樣本數選擇： 
 假設兩獨立母體[未假設母體分配]，母體變異數 2

1 、 2
2 已知：

1 2  的 (1 ) 信賴區間為
1 21 2 / 2( ) X XX X Z    ，式中 

2 2
1 2

1 2 n nX X
     。因此抽樣誤差上限為 

2 2
1 2

1 21 2 1 2 / 2 / 2| ( ) ( ) | n nX XX X Z Z  
           

若要求抽樣誤差不得超過 d，則隱含 
2 2
1 2

/ 2 n nZ d 
    

2 2
1 2

2 2 2
( )2 2 / 2 1 2

/ 2 2

( )
n

ZZ d n
d
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 若母體變異數 2
1 、 2

2 未知：
2 2 2

/ 2 1 2
2

( )Z S Sn
d

 
  

 估計兩母體比例差 1 2p p 時之樣本數選擇 
 由於母體比例差 1 2p p 的 (1 ) 信賴區間為 

1 2ˆ ˆ1 2 / 2ˆ ˆ( ) p pp p Z S   ，式中 1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

p q p q
p p n nS     

因此抽樣誤差上限為
1 2ˆ ˆ1 2 1 2 / 2ˆ ˆ| ( ) ( ) | p pp p p p Z S      

若要求抽樣誤差不得超過 d，則隱含 
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2
/ 2 / 2 / 2

p q p q p q p q p q p q
n n n d

Z d Z d n Z  
        

 保守估計：此時的
1 1 1 1
2 2 2 2

1 2

0.5
ˆ ˆp p n n nS  
    ，因此抽樣誤差不

超過 d 的最小樣本個數須滿足 

2
2 2 20.5 0.5 0.5

/ 2 / 2 / 2n n d
Z d Z d n Z        


